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 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ВЕЛИКОЙ ТЕОРЕМЫ ФЕРМА

(ВТОРОЙ СПОСОБ)
Великая теорема Ферма формулируется следующим образом: диофантово уравнение:

               Аn+ Вn = Сn




/1/

где n- целое положительное число, большее двух, не имеет решения в целых положительных числах   A,  B,  С.

                                     ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

Из формулировки Великой теоремы Ферма следует: если n – целое положительное число, большее двух, то при условии, что два из трех чисел  А, В или С - целые положительные числа,  одно из этих чисел  не является целым положительным числом.
Доказательство строим, исходя из основной теоремы арифметики, которая называется «теоремой о единственности факторизации» или «теоремой о единственности разложения на простые множители целых составных чисел».
В соответствии с этой теоремой  любое составное число раскладывается на вполне определенные множители, например:

                                N = abcde                                                 /2/
или:                          N=abmckdres ,                                              /3/ 
где:  a, b, c, d, e –простые  числа; m, k, r, s – показатели степени.

_____________________________________

*При опровержении этого доказательства надо учитывать, что если теорема Ферма имеет решение в целых положительных числах, то числа  А, В и  С  должны быть взаимно простыми числами.

При этом: 
  Nn = (abcde)n                                                                         /4/
   Nn=(abmckdres )n  =an bmn ckn drn esn                                    /5/        
Возможны два разных значения показателя степени n: нечетные и четные числа. Рассмотрим оба случая отдельно.
             1.  Случай первый: показатель степени n- нечетное число.
В этом случае алгебраическое выражение /1/ преобразуется по известным  формулам следующим образом:
 Аn + Вn = Сn = (A+B)[An-1-An-2·B +An-3·B2- …-A·Bn-2+Bn-1]          /6/
Обозначим:

[An-1-An-2·B +An-3·B2- …-A·Bn-2+Bn-1] =N                              /7/ 
Тогда:
       Сn  = Аn + Вn = (A+B)·N                                                   /8/
Полагаем, что  A  и  B – целые положительные числа.
Допустим, что число  С -  целое положительное число. В соответствии с основной теоремой арифметики число  С  должно быть равно, например:

  С = am bk cde ,                                                                       /9/
 где:  a, b, c, d, e -  целые числа;  m, k – показатели степени.
Следовательно:

  Сn =An + Bn = (am bk cde)n                                                           /10/

С учетом принятых условий и основной теоремы арифметики число (A+B) должно раскладываться на множители, входящие в состав множителей числа C, т.е. быть делителем числа C. Пусть:

  A+B  =am bk c,                                                                      /11/
Тогда:           (am bk c) n= (A+B)n                                              /12/  
С учетом формул /8/, /10/ и /12/ запишем:

   Сn = An + Bn = (A+B)·N  =  (am bk c)n ∙(de)n = (A+B)n· Dn,         /13/
где  множитель Dn  равен:
                                              Dn = (de)n                                                         
Чтобы  число C было целым числом, множитель Dn должен также быть целым числом.
Из уравнения /13/ следует:
                               N =(A+B)n -1· Dn                                         
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                                         /14/
          Из уравнения /13/ также следует, что число [Cn = An + Bn]  при условии, что число  С – целое число, должно делиться на число   (A+B)n . Однако известно, что:
                                        An + Bn   <  (A+B)n                                       /15/  
Следовательно:
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То есть, число Dn – дробное число, меньшее единицы и не равно:
                                           Dn ≠ (de)n                                                     
Отсюда следует, что при нечетном значении показателя степени n уравнение /1/  великой теоремы Ферма не имеет решения в целых положительных числах.

ПРИМЕР 1:  A = 187;   B = 1073;   n=3.
A + B = 187 + 1073 = 1260 = 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7.
          C3 = A3 + B3 = 1873 + 10733 =

           = 1241915220 = (2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7)∙3∙13∙127∙199=( A + B ) ∙3∙13∙127∙199.

 (A+B)3 = (187+1073)3 = 2000376000.

Отсюда следует:
C3 = A3 + B3 = 1 241 915 220  <  (A+B)3 = 2 000 376 000.

D3 = 
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- дробное число < 1.
C =
[image: image4.wmf]3

33

3

12419152201074,889903...

AB

+==

- дробное число.
ПРИМЕР 2:  A = 20;   B = 27;   n=5.
A + B = 20 + 27 = 47 – простое число.

 C5 = A5 + B5 = 205 + 275 =17 548 907 = 47· 61· 6121= (A + B) · 61· 6121
(A+B)5 = (20+27)5 = 229 345 007.

Отсюда следует:

C5 = A5 + B5 = 17 548 907  <  (A+B)5 = 229 345 007 .

D5 = 
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- дробное число < 1.
C =
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Из изложенного следует:
1. Множитель (A + B) состоит из множителей, входящих в число С.

2. Множитель (A + B)  может быть простым числом.
3. Множитель (A + B) входит в состав множителей числа (Cn = An + Bn) в первой степени, т.е. он не является целым числом в степени  m =2, 3, 4…n.

4. Множитель N не делится на множитель  (A + B), следовательно, он не содержит всех множителей, входящих в множитель (A + B), т.е. он не делится в алгебраическом (буквенном) выражении на множитель (A + B), потому что не делится в числовом выражении. Тем более, он не делится на (A+B)n-1. Следовательно, он не равен:
                       N ≠ (A + B)n-1 ∙Dn 
при условии, что  Dn - целое число, так как   Dn – дробное число < 1.
5. Если множитель  (A+B)  =am bk c,  то не существует в алгебраическом (буквенном) выражении  множителя (E+F) = abc, на который делилось бы выражение  (An + Bn). Другими словами, множитель (A+B)  не расчленим на отдельные множители в буквенном выражении.
6. При нечетных показателях степени  n >2  число:
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< 1- дробное число, не являющееся рациональной дробью.

Таким образом, великая теорема Ферма не имеет решения в целых положительных числах при нечетном показателе степени  n >2.
2. Случай второй: показатель степени n- четное число.
         Суть великой теоремы Ферма не изменится, если уравнение /1/ перепишем следующим образом:

                                      An = Cn  - Bn                                                       /17/
В этом случае уравнение  /17/  преобразуется следующим образом:
     An = Cn  - Bn = (С2-B2)∙(Cn-2 + Cn-4 · B2 + Cn-6∙ B4 +…+ C2 ∙ Bn-4 + Bn-2 ).    /18/
Обозначим:

Cn-2 + Cn-4 · B2 + Cn-6∙ B4 +…+ C2 ∙ Bn-4 + Bn-2 = M                                 /19/ 
Тогда:  
  An = Cn  - Bn = (С2-B2)∙M                                                                      /20/
Принимаем, что   С и  В – целые числа.

Допустим, что  число   А – целое число. В этом случае в соответствии с основной теоремой арифметики число  А  должно быть равно, например:

                            А = abcdef,                                                         /21/
где: a, b, c, d, e, f –целые числа: простые и составные.
Следовательно:  
                            Аn = (abcdef)n                                                    /22/                                                  
   С  учетом  принятых  условий  и     основной теоремы  арифметики   число 
(С2-B2) должно раскладываться на множители, входящие в состав множителей числа A, т.е. быть делителем числа  А.  Пусть:

               С2-B2 = abcd                                                               /23/ 
Тогда:  
       ( abcd )n = (С2-B2)n                                                                               /24/
С учетом формул /20/, /22/ и /24/ запишем:

     An = Cn  -  Bn =  (С2-B2)∙M = ( abcd )n∙(ef)n =(С2-B2)n ∙Dn,         /25/
где множитель  Dn  равен:

                                         Dn= (ef)n                                                         
Чтобы число  А было целым числом, множитель Dn должен быть целым числом.
Из уравнения /25/ имеем:

                            M = (С2-B2)n -1 ∙Dn.
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Из уравнения /25/ также следует, что число [An = Cn  - Bn]  при условии, что число А - целое число, должно делиться на число (С2-B2)n.  Однако известно, что:

                  Cn  - Bn  < (С2-B2)n.
Следовательно:    
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,                                                           /27/ 
то есть, число  Dn –дробное число, меньшее единицы и не равно:

                                           Dn ≠ (ef)n                                            /28/

   Отсюда следует, что при четном значении показателя степени n уравнение /1/  великой теоремы Ферма также не имеет решения в целых положительных числах.

ПРИМЕР 1:  B= 6;   C=  27;  n= 4.
C – B = 27 – 6 = 21 = 3 · 7.

C + B = 27 + 6 = 33 = 3 · 11.

C2  - B2  = 272  - 62 = 693 = 3 · 3 · 7 · 11.
A4 =  C4  - B4  =274 – 64= 530 145 = 3 · 3 ∙ 3 · 3 ∙ 5 · 7 ∙ 11 ∙ 17=
= (3 · 3 ∙ 7 ∙ 11) ∙3 · 3 ∙ 5 ∙ 17 =  (C2  - B2) ∙3 · 3 ∙ 5 ∙ 17. 
(C2  - B2 )4 = 6934 = 230 639 102 001.

Отсюда:

A4 =  C4  - B4  = 530145 < (С2-B2)4 =230 639 102 001. 
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- дробное  число <1.
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Следует отметить, что число:
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- дробное число, не равное какому-либо числу  в степени  n=4.
ПРИМЕР 2:  B= 9;   C=  20;  n= 6.
C2 - B2  = 202  - 92 = 319 = 11· 29.

Известно, что:

C2  - B2  = (C-B) · (C+B). 
C – B = 20 – 9 = 11 – простое число.
C + B = 20 + 9 = 29 – простое число.
A6 =  C6  - B6  =206 – 96 = 63 468 559 = 7 · 11 ∙ 29 · 43 ∙ 661=
=(C-B) · (C+B) · 7 · 43 · 661= (C2  - B2 ) · 7 · 43 · 661. 

  (C2  - B2 )6 =(202 -  92)6 = 594 823 321· 1771561.

Отсюда:

A6 =  C6  - B6  = 63 468 559 < (С2-B2)6  =594 823 321 · 1771561. 
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- дробное  число <1.

[image: image14.wmf]6

6346855919,972224...

A

==

- дробное  число.

Следует отметить, что число:
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- дробное число, не равное какому-либо числу  в степени  n=6.
Из изложенного следует:

1. Множитель (C2 –B2) состоит из множителей, входящих в число A.

2. Множители (C-B) и (C+B) могут быть простыми числами.
3. Множитель (C2 –B2)   входит в состав множителей числа (An = Cn - Bn) в первой степени, т.е. он не является целым числом в степени  m =2, 3, 4…n.

4. Множитель M не делится на множитель (C2 –B2), следовательно, он не содержит всех множителей, входящих в множитель (C2 –B2),  ,  т.е. он не делится в алгебраическом (буквенном) выражении на множитель (C2–B2),  потому что не делится в числовом выражении. Тем более, он не делится на   (C2–B2)n-1. Следовательно, он не равен:

                       M ≠ (C2 – B2)n-1 ∙Dn ,

при условии, что число  Dn – целое число, так как  Dn -  дробное число < 1.

5. Если множитель  (C2-B2)  =am bk c,  то не существует в алгебраическом (буквенном) выражении  множителя (P2-R2) = abc, на который делилось бы алгебраическое выражение  (Cn - Bn).   Другими словами, множитель (C2-B2)   расчленим на отдельные множители в алгебраическом (буквенном) выражении только на множители (C-B) и (C+B).
6. При четном показателе степени  n =4, 6, 8… число: 
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- всегда дробное число, не равное какому-либо рациональному числу  в степени  n.
Таким образом, великая теорема Ферма не имеет решения в целых положительных числах  и при  четном показателе степени  n >2.
7. При четных показателях степени  n >2  число:
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Из изложенного следует общий вывод: уравнение /1/ великой теоремы Ферма не имеет решения в целых положительных числах  А, В и С при условии, что показатель степени  n >2.
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ОБОСНОВАНИЯ
В том случае когда показатель степени  n – четное число, алгебраическое выражение  (Cn - Bn) раскладывается  на алгебраические множители:
C2 – B2 = (C-B) ∙ (C+B);                                                                             /29/
C4 – B4 = (C-B) ∙ (C+B) (C2 + B2);                                                      /30/
C6 – B6 = (C-B) ∙ (C+B) · (C2 –CB + B2) ∙ (C2 +CB+ B2);                       /31/ 
C8 – B8 = (C-B) ∙ (C+B) ∙ (C2 + B2) ∙ (C4 + B4).                                      /32/
      Приведем примеры в числах.

       ПРИМЕР 1:  В=11; С=35.

C2 – B2 = (22 ∙ 3) ∙ (2 · 23) = 24 · 3 · 23;
C4 – B4 = (22 ∙ 3) ∙ (2 · 23) · (2 · 673) = 24 · 3 · 23 · 673;
C6 – B6 = (22 ∙ 3) ∙ (2 · 23) · (312) ·(3 · 577) =2 ∙ 3 ∙ 23 ∙ 312 ∙ 577;   
C8 – B8 = (22 ∙ 3) ∙ (2 · 23) · (2 · 673) ∙ (2 · 75633) = 25 ∙ 3 ∙ 323 ∙673 ∙ 75633.

       ПРИМЕР 2:  В=16; С=25.

C2 – B2 = (32) ∙ (41) = 32 ∙ 41;

C4 – B4 = (32) ∙ (41) · (881) =32 ∙ 41 · 881;

C6 – B6 = (32) ∙ (41) ∙ (22 ∙ 3) ∙ (13 · 37) · (3 ∙ 7 · 61) = 33 · 7 ∙ 13· 37 ∙ 41 ∙ 61;   
C8 – B8 = (32) ∙ (41) ∙ (881) ∙ (17 ·26833) = 32 ∙ 41 ∙ 881 ∙ 17 ·26833.
        Из анализа уравнений  /29/, /30/, /31/ и /32/ следует:

        -  при любом показателе степени n, если он четное число, в  алгебраическом выражении (Cn - Bn) всегда   имеются  множители (C-B)  и (C+B);                                                                    
        - с увеличением показателя степени n, если он четное число, количество алгебраических множителей увеличивается.
Из анализа числовых множителей, соответствующих алгебраическим множителям, следует:

- числовые множители могут быть простыми и составными числами;

- числовые множители могут быть простыми числами в какой-либо степени или составными числами, являющимися произведением нескольких простых чисел;

- в  алгебраическом выражении (Cn - Bn) всегда   имеется по крайней мере один простой множитель X в первой степени, из которого  
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- дробное число;
- самый больший  числовой множитель всегда простое число.
ВЫВОДЫ: дополнительные обоснования подтверждают заключение о том, что великая теорема Ферма не имеет решения в целых положительных числах.
 ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ:  показатель степени n =2; 

 A,  B  и С –пифагоровы числа.
В этом случае:

                 A2 = C2 – B2 = (C-B) ∙ (C+B)                                     /29/
При этом:  C2 – B2 > (C-B)2;   C2 – B2 < (C+B)2;

          
[image: image19.wmf]22

2

2

()

CB

D

CB

-

=

-

                                                                       /30/
Пусть:  A = abcdegf,

Тогда:  A2 = a2∙b2∙c2∙d2∙ e2∙f2
Пусть:  C  - B = abc,
Тогда очевидно, что: 
                           C + B = abc∙d2∙ e2∙f2
Отсюда в соответствии с формулой  /30/ имеем:
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Отсюда следует:

A2=C2–B2= (C – B)2 ∙ D2                                                                                      /32/ 
  Пример 1:  A=3∙ 5∙ 7 ∙11 ∙13 = 15015;   B=487872;   C=488103;   n=2;
A,  B и C –пифагоровы числа.
A2 =150152 =225 450 225;   C2 – B2 = 4881032 – 4878722 = 225 450 225;
C – B = 488103 – 487872 = 231 = 3 ∙ 7 ∙ 11.
C + B = 488103 + 487872 = 975975 = 3∙ 5 ∙5∙ 7 ∙11 ∙13∙ 13.
В соответствии с формулой /31/:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image25.wmf]3557111313

3711

××××××

××

=52 ∙132 =652;     D= 65 = 5 ∙ 13.
Пример 2:  A=2 ∙3∙ 5∙ 7 ∙11 ∙ 13 = 30030;  B= 495040;  C= 495950;  n=2;
A,  B и  C – пифагоровы числа.
A2 =300302 =901 800 900;  C2 – B2 =4959502 – 4950402 = 901 800 900;
C – B = 495950 – 495040 = 910 = 2∙ 5 ∙7∙ 13.

C + B = 495950 + 495040 = 990990 = 2∙ 3∙ 3 ∙ 5 ∙7 ∙11∙ 11 ∙13.
В соответствии с формулой /31/:
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;     D= 33 = 3 ∙ 11.

Пример 3:  A=32∙ 52 =  225;  B=120;  C=255;  n=2;

A,  B и  C – пифагоровы числа.
A2 =2252 =50625;  C2 – B2 =2552 – 1202 = 50625;
C – B = 255 – 120 = 135 = 33∙ 5 .

C + B = 255+ 120 = 375 =  3 ∙ 53 .

В соответствии с формулой /31/:
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Пример 4:  B=62;  C=92;  n=2;

A2 =C2 – B2 = 922 – 622 = 4620= 22·3·5·7·11;

[image: image36.wmf]462067,970581...

A

==

-дробное число.
A,  B и  C – не являются пифагоровыми числами.
C – B = 92-62=30=2∙ 3 ∙5.

C + B =  92+62 = 154=2 ∙7 ∙11.

В соответствии с формулой /31/ в применении ее к не пифагоровым числам:
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-дробное число, не равное квадрату рациональной дроби:
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≠ D2    
Из приведенных примеров для пифагоровых чисел следует:
1. Множители [C – B] и  [C + B]  состоят исключительно из множителей числа  A.
2. Множители [C – B] и  [C + B]   являются каждый  произведением не произвольных, а вполне определенных множителей числа  A, поэтому множители      [C – B] и  [C + B] не  могут быть расчленены.
3. Для пифагоровых чисел число  D может быть целым числом, при этом оно состоит из множителей числа A.
4. Для пифагоровых чисел число  D может быть дробным числом, при этом оно является рациональной дробью, числитель и знаменатель которой  состоят из множителей числа A.
5. При показателе степени  n=2 для пифагоровых  чисел  число:

                          
[image: image42.wmf]2

CB

D

CB

+

=

-

- всегда равно D2.
6. При показателе степени  n=2 для чисел, не являющихся пифагоровыми,  число:
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 ≠  D2.
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